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1 はじめに

イオンチャネルには、閉じた状態と開いた状態という少なくとも 2つの状態がある。しかし多く
のチャネルではたとえば不活性化状態などのように 2つ以上の状態が存在することが考えられる。
いくつかの状態を仮定しそれらの状態間の遷移率から予測されるチャネルの挙動を、実際の実験
で得られたデータと比較し、仮定をより確かなものにして行くというシミュレーションの手法は、
チャネルの機能を理解する上で重要な地位を占めてきた。この手法を実際に用いるにはコンピュー
ターが不可欠である。計算速度の驚異的な発達により、パーソナルコンピューターでもチャネル開
閉のシミュレーションを容易に行えるようになった。
シミュレーションの基本的な仮定は、ある状態から他の状態への遷移 transition（推移ともいう）
は、過去にどのような経路でその状態に至ったかに依存せず、また遷移率が時刻に無関係に決まっ
ていることである。このような確率過程は”時間的に一様なマルコフ過程 homogeneous Markov

process”と呼ばれる。

C0

3αm

−→
←−
βm

C1

2αm

−→
←−
2βm

C2

αm

−→
←−
3βm

O

αh ↑↓ βh αh ↑↓ βh αh ↑↓ βh αh ↑↓ βh

I0

3αm

−→
←−
βm

I1

2αm

−→
←−
2βm

I2

αm

−→
←−
3βm

I3

上の図のようなチャネルの開閉のモデルを論文で見かけることは少なくない。いくつかのチャネル
が閉じた状態Ciとチャネルが開いた状態Oおよび不活性化した状態 Iiを想定したチャネルの開閉
を、実際にシミュレーションを行って解析しようする場合、どうしても自分でプログラムを書かな
くてはならない。その時の助けとなるように、いろいろな論文・著書から必要と思われることを抜
粋して集めた。実用性を重視して数学的な証明は省いた。Q-matrixを用いる方法は、Colquhoun

D & Hawkes AG [文献 1] に記載されているものである.
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2 指数関数

まず単純な系を考える。一定の割合で減少していく現象は、微分方程式で

dy(t)/dt = −λy

と表わされる。この微分方程式の一般解は、指数関数

y(t) = a0e
−λt

である。λの逆数 1/λは時定数 τ である。τ は y(t+ τ)/y(t) = 1/eとなる時間であり、また τ はそ
の状態にある平均時間である。十分な時間が経ったとき、状態は平衡状態になる事が予想される。
すなわち dy(t)/dtは 0に近づき、y(t)も 0に近づいて行く。

3 Two-state model

2つの状態 1と 2を考え、それぞれの状態にある確率を p1 と p2 とする。p1 と p2 は時刻 tの関
数であり、p1(t)と p2(t)と表わされる。p1(t)と p2(t)は確率であるから、

p1(t) + p2(t) = 1

が常に成り立つ。
いま状態 1から状態 2への遷移率を αとし、状態 2から状態 1への遷移率を β とする。

state 1
α
−→
←−
β

state 2

p1(t)と p2(t)を表わす微分方程式は、

dp1(t)

dt
= −αp1(t) + βp2(t)

dp2(t)

dt
= αp1(t)− βp2(t)

となる。上の指数関数は、two-state modelのなかの α = λ、β = 0という特殊な例である。十分
な時間が経ったとき平衡状態に近づくから、

dp1(∞)

dt
= −αp1(∞) + βp2(∞) = 0

dp2(∞)

dt
= αp1(∞)− βp2(∞) = 0

となる。ここで p1(∞) + p2(∞) = 1 であるから、p1(t)と p2(t)はそれぞれ、

p1(∞) =
β

α+ β

p2(∞) =
α

α+ β

に近づいて行く。p1(∞)と p2(∞)の値は初期値 p1(0)、p2(0)に依存しない。
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また微分方程式を解くと、

p1(t) = (p1(0)−
β

α+ β
)e−(α+β)t +

β

α+ β

p2(t) = (p2(0)−
α

α+ β
)e−(α+β)t +

α

α+ β

となる。状態の数が小さいときは、このように解析的に微分方程式を容易に解くことができるが、
状態の数が多くなってくると、微分方程式を解析的に解くことは困難であるし、直感的にも把握し
にくい。

4 n-state model

n個の状態がある場合に拡大して考える。それぞれの状態にある確率を pi(t)(i = 1, . . . , n) とす
る。pi(t)は確率であるから

n∑
k=1

pk(t) = 1

が常に成り立つ。状態 iから状態 jへ遷移率 transition rateを qij(i ̸= j)とする。また qii = −
∑
k ̸=i

qik

とする。この値は状態 iから他の状態へ出て行く遷移率である。それぞれの状態の微分方程式は、
d

dt
pi(t) = q1ip1(t) + q2ip2(t) + . . .+ qnipn(t)

あるいは、簡略に
d

dt
pi(t) =

n∑
k=1

qkipi(t)

と表わされる。いま状態を表す行ベクトル row vector Pを、

P(t) = (p1(t) p2(t) . . . pn(t))

とし、また遷移率行列 transition rate matrix Qを、

Q =


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n
...

...
. . .

...

qn1 qn2 . . . qnn


と定義する。行列 Qは、(qij) と略記されることもある。”時間的に一様なマルコフ過程” では行
列 Qの各要素は定数であり時刻に依存しない。ベクトルや行列の微分はそれぞれの要素の微分と
定義されているから、

d

dt
P(t) =

(
d

dt
p1(t)

d

dt
p2(t) . . .

d

dt
pn(t)

)
である。したがって状態の微分方程式は、

d

dt
P(t) = (p1(t) p2(t) . . . pn(t))


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n
...

...
. . .

...

qn1 qn2 . . . qnn


= P(t)Q
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すなわち、
d

dt
P(t) = P(t)Q

と簡略に記述することができる。この微分方程式を解くことにより状態 P(t)の時間経過を知るこ
とが出来る。

5 n-state modelの数値予測

まず単純な数値予測の方法を考える。非常に短い時間∆tの間に pi(t)が pi(t+∆t)に変化する
とき、pi(t+∆t)は、

pi(t+∆t) = pi(t) +

(
n∑

k=1

pk(t)qki

)
∆t

と表わされる。これを行列を用いて表わすと、

P(t+∆t) = P(t) +P(t)Q∆t

= P(t) (In +Q∆t)

In は単位マトリクス unit matrixである。行列 In + Q∆tは遷移確率行列 transition probability

matrixとも呼ばれる。ここでは Π = (πij) と記すことにする。（遷移確率行列は、P = (pij) と表
されることが多いが、混乱を避けるために付録では Πと表記している）In +Q∆tを具体的に表わ
すと、 

1−
∑
k ̸=1

qk1∆t q12∆t . . . q1n∆t

q21∆t 1−
∑
k ̸=2

qk2∆t . . . q2n∆t

...
...

. . .
...

qn1∆t qn2∆t . . . 1−
∑
k ̸=n

qkn∆t


であり、この行列のいずれの要素も定数である。

P(t) = P(0) (I +Q∆t)(I +Q∆t) . . . (I +Q∆t)︸ ︷︷ ︸
t/∆t 回掛け合わせる

と近似できるから、時刻 tにおける状態 P(t)は、初期条件 P(0)が与えられれば、

P(t) = P(0)(I +Q∆t)t/∆t

と計算できる。計算はコンピューターにやらせるとしても、この方法では計算時間を要するだけで
なく誤差がどの程度出ているか不確かである。

6 n-state modelの数値解

行列 Qの微分方程式 dP(t)/dt = P(t)Q の解は、P(t) = P(0)eQt となる。eQt は、

eQt = I +
Qt

1!
+

Q2t2

2!
+ . . .+

Qktk

k!
+ . . .
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と定義されている。したがって、時刻 tにおける状態P(t)を知るには、P(t) = P(0)eQtを計算す
ればよい。展開した無限級数をそのまま計算するのも一つの方法であるが、計算精度・計算速度の
観点から好ましい方法ではない。そのため行列の性質を利用した計算方法がいろいろ工夫されてい
る。その一つは固有値 eigenvalueと固有ベクトル eigenvectorを用いる方法である。
ここで扱っている n× nの正方遷移率行列の場合、行列Qは特異マトリクス singular matrix で
ある。すなわち n個の実数の固有値を持ち、そのうちの一つは 0である。固有値が負の値になら
ないようにという理由だけのために、今後の計算では行列 −Qを用いる。
いま行列 −Qの固有値を λm (m = 1, 2, . . . , n)とし, λmに対する固有ベクトルをXm とする。
すなわち QXm = λmXm である。Xm は列ベクトル column vectorであり、

Xm =


X

(m)
1

X
(m)
2

...

X
(m)
n


とあらわされる。いま n個の固有ベクトルを横に並べてできる行列をX とする。

X = (X1 X2 . . . Xn)

行列X はモードマトリクスと呼ばれる。また、λmを対角要素に持つ対角行列を−Λとする。この
とき

eQt = Xe−ΛtX−1

= X


e−λ1t 0 . . . 0

0 e−λ2t . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . e−λnt

X−1

とあらわされる。X−1 はX の逆行列である。X−1 = Y = (ymi)、とし、

wmi =

n∑
k=1

pk(0)x
(m)
k ymi

とすると、

pi(t) =
n∑

m=1

wmie
−λmt

となる。すなわちり pi(t)は指数関数の和で表わされる。行列−Qの n個の固有値のうち、一つは
0であるから、λ1 = 0, pi(∞) = w1i の場合、

pi(t) = pi(∞) +
n∑

m=2

wmie
−λmt

となり、pi(t)は pi(∞)へと収束する。固有値 λmに対して、a
(m)
ki = x

(m)
k ymiを要素とする行列を

帯行列 spectral matrix Am と呼ぶ。

5



7 数値計算の方針

pi(t)を計算するには、次の順序で計算を行う。wmiをいったん求めると、時刻 tに関係なく pi(t)

の計算に用いることが出来る。

1. 遷移率行列 −Qの固有値 λm と固有ベクトルXm を求める。

2. 固有ベクトルXm から構成されるモードマトリクスX の逆行列 Y を求める。

3. 行列X、行列 Y より帯行列 Am を計算する。

4. 初期条件 P(0)と帯行列 Am より wmi を計算する。

7.1 MATLABを用いた計算

このような計算を行うには、MATLAB もしくは Octave を用いるのが圧倒的に便利である。
ndim-stateでQと初期値 p0がわかっているとすれば、下記のスクリプトで用が足る。

%---------------------------

[X,EV]=eig(-Q);

Y=inv(X);

W=zeros(ndim,ndim);

for i=[1:1:ndim]

W(:,i) = p0*X(:,i)*Y(i,:);

end

%---------------------------

7.2 C言語等を用いる場合

このような計算はさほど時間がかかるものではなく、通常はMatlab/Octaveで用が足りるはず
である。しかし、大規模なプログラムから呼ばなければならない様な場合は、C/C++などで書か
なくてはならないこともありうる。そのときの参考に。

7.2.1 固有値 λm と固有ベクトルXm

固有値および固有ベクトルを求める計算方法は、いろいろなパッケージライブラリーにあるが、
Lapackを用いるのが一番正統な方法であろう。
Lapackはマトリクス計算のプログラムを集めた Fortran パッケージライブラリーであり、ソー
スコードが公開されている。また Lapackを f2c (fortrac to C converter) で Cに変換した clapack

もソースコードが公開されている。MacOSの場合、Accelarate Frameworkに Lapackが含まれて
いるので、ヘッダーファイルを加えるだけで C/C++からの使用可能。
clapackを使用する上で注意すべきことは、clapackは Fortranで書かれたもののの C言語訳で
あるためと思われるが、多次元の配列での添数の順が逆になることである。すなわち、clapackで
用いられている配列 a(i, j)は, 通常の C言語で用いられる a[j][i]に相当する。また配列の最初の
要素が a[1]であるのか a[0]であるのかには常に気を配らなくてはならない。
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clapack の一部である dgeev は、一般マトリクスの固有値と固有ベクトルを計算する。dgeev

は、計算が double(d)、一般マトリクス (g, general)、固有値 (e, eigenvalue)、固有ベクトル (ev,

eigenvector)という意味。

7.2.2 逆行列 Y の計算

dgeevで得られたモードマトリクスの逆行列を求める。逆行列を求めるルーチンは一般的なルー
チンで用が足りる。Lapackの dgetrfと dgetriを用いている。

7.2.3 帯行列 Spectral matrix Am の計算

モードマトリクスとその逆行列から容易に帯行列が計算できる。

8 例題

チャネルが薬剤によりブロックされる場合のシミュレーション。ブロッカーがない状態で、はじ
めチャネルは静止状態にある (R: state 1)。脱分極により、チャネルは νo の率で開いた状態 ( O:

State 3)へ推移する。Oの状態からは、νcの率でCへ戻るとともに、νi の率で不活性化した状態
(I: state 5) へ移行する。ブロッカーの存在下では、ブロックする率はブロッカーの濃度 cに比例
すると考え、Rにあるチャネルがブロッキングを起こす率を cκr、Oにあるチャネルがブロッキ
ングを起こす率を cκoで表すこととする。またブロッカーは、Rb (state 2) にあるチャネルおよび
B (state 4) にあるチャネルから、それぞれ ν−rb および ν−b の率で離れるとする。ここでは、ブ
ロックされたチャネルは、開閉しないし不活性化もしないとしておく。

Rb(2) B(4)

cκr ↑↓ ν−rb cκo ↑↓ ν−b

R(1)

νo
−→
←−
νc

O(3)

νi

−→ I(5)

遷移率行列 Qは、

Q =


−(cκr + νo) cκr νo 0 0

ν−rb −ν−rb 0 0 0

νc 0 −(νc + cκo + νi) cκo νi

0 0 ν−b −ν−b 0

0 0 0 0 0


と表される。νo = 1000/s, νc = 200/s, νi = 50/s, c = 1µM, κr = 1× 106/sM, κo = 1.5× 108/sM,

ν−rb = 0.5/s, ν−b = 100/s, p1(0) = 1/3, p2(0) = 2/3, p3(0) = p4(0) = p5(0) = 0 とする。計算精
度を上げるため、実際の計算には行列 Qの要素を 1/1000にして行う。
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9 ソースコード

9.1 Matlab/Octave

%---------------------------

ndim = 5;

nu_o = 1000;

nu_c = 200;

nu_i = 50;

c = 1e-6;

kappa_r = 1e6;

kappa_o = 1.5e8;

nu_rb = 0.5;

nu_b = 100;

p0=[1/3, 2/3, 0, 0, 0];

Q = [-(c*kappa_r+nu_o), c*kappa_r, nu_o, 0, 0; \

nu_rb, -nu_rb, 0, 0, 0; \

nu_c, 0, -(nu_c+c*kappa_o+nu_i), c*kappa_o, nu_i;\

0, 0, nu_b , -nu_b, 0;\

0, 0, 0, 0, 0];

Q = -Q/1000;

[X,EV]=eig(Q);

Y=inv(X);

W=zeros(ndim,ndim);

for i=[1:1:ndim]

W(:,i) = p0*X(:,i)*Y(i,:);

end

W

%---------------------------

9.2 C++

//------------------------------------

#include <iostream>

#include <cmath>

#include <vector>

#include <Accelerate/Accelerate.h> // mac-os
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#define NDIM 5

using namespace std;

void convertCtoF(int m, int n, double* F, vector<vector<double> > C)

{

for(int i=0;i<m;i++){

for(int j=0;j<n;j++){

F[i+n*j] = C[i][j];

}

}

}

void scaleMat(int m, int n, double a, vector<vector<double> >& C)

{

for(int i=0;i<m;i++){

for(int j=0;j<n;j++){

C[i][j] = a * C[i][j];

}

}

}

int main()

{

int n=NDIM;

double p0[]={1.0/3.0, 2.0/3.0, 0.0, 0,0, 0,0}; // intial values

vector< vector<double> > Q(NDIM, vector<double>(NDIM, 0.0));

double nu_o = 1000.0;

double nu_c = 200.0;

double nu_i = 50.0;

double c = 1.0e-6;

double kappa_r = 1.0e6;

double kappa_o = 1.5e8;

double nu_rb = 0.5;

double nu_b = 100.0;

Q[0][0] = -(c*kappa_r+nu_o);

Q[0][1] = c*kappa_r;

Q[0][2] = nu_o;

Q[1][0] = nu_rb;

Q[1][1] = -nu_rb;
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Q[2][0] = nu_c;

Q[2][2] = -(nu_c+c*kappa_o+nu_i);

Q[2][3] = c*kappa_o;

Q[2][4] = nu_i;

Q[3][2] = nu_b;

Q[3][3] = -nu_b;

double X[NDIM*NDIM];

double Y[NDIM*NDIM];

double W[NDIM][NDIM];

double A[NDIM][NDIM][NDIM];

double eigenval[NDIM];

double QC[NDIM*NDIM];

int lda = n;

int ldvl = 1;

int ldvr = n;

double work[4*NDIM*NDIM];

double wi[NDIM];

double vr[NDIM*NDIM];

double *vl = NULL;

int ipiv[NDIM];

int lwork = 4*n;

int info;

scaleMat(n, n, -0.001, Q);

convertCtoF(n, n, QC, Q);

dgeev_((char*)"N", (char*)"V", &n, QC, &lda, eigenval, wi, vl, &ldvl, vr, &ldvr,

work, &lwork, &info); // eigenvalues and eigenvectors

printf("++++ Eigenvalues ++++\n");

for(int i=0;i<n;i++){

printf("%d : %10.4f\n", i, eigenval[i]);

}

for(int i=0;i<n*n;i++){

Y[i] = X[i] = vr[i]; // vr contains eigenvectors

}

printf("++++ eigenvectors ++++\n");

for(int i=0;i<n;i++){
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for(int j=0;j<n;j++){

printf("%10.5f", X[i + n*j]);

}

printf("\n");

}

lwork = n;

dgetrf_(&n, &n, Y, &lda, ipiv, &info); // inversion of eigenvectors

dgetri_(&n, Y, &lda, ipiv, work, &lwork, &info);

printf("++++ inverse of eigenvectors ++++\n");

for(int i=0;i<n;i++){

for(int j=0;j<n;j++){

printf("%10.5f", Y[i + n*j]);

}

printf("\n");

}

for(int m=0 ; m<n ; m++){

for(int k=0;k<n;k++){

for(int i=0;i<n;i++){

A[m][k][i] = X[k+n*m] * Y[m+n*i]; // spectral matrices

}

}

}

for(int i=0;i<n;i++) {

for(int m=0;m<n;m++){

double sum = 0.0;

for(int k=0;k<n;k++){

sum += p0[k]*A[m][k][i]; // W_mi matrix

}

W[m][i] = sum;

}

}

printf("++++ W_mi matrices ++++\n");

for(int i=0;i<n;i++) {

for(int m=0;m<n;m++){

printf("%10.5f", W[m][i]);

}

printf("\n");

11



}

return 0;

}

9.3 Python

numpyを使用。

import numpy

ndim = 5

nu_o = 1000.0

nu_c = 200.0

nu_i = 50.0

c = 1.0e-6

kappa_r = 1.0e6

kappa_o = 1.5e8

nu_rb = 0.5

nu_b = 100.0

p0=[1.0/3.0, 2.0/3.0, 0.0, 0.0, 0.0]

Q = numpy.array( [ (-(c*kappa_r+nu_o),c*kappa_r, nu_o, 0.0, 0.0),

(nu_rb,-nu_rb, 0.0, 0.0, 0.0),

(nu_c, 0.0, -(nu_c+c*kappa_o+nu_i), c*kappa_o, nu_i),

(0.0, 0.0, nu_b, -nu_b, 0.0),

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)] )

Q = -Q/1000.0

(EV, X)=numpy.linalg.eig(Q)

Y=numpy.linalg.inv(X)

W=numpy.zeros((ndim,ndim));

for i in range(ndim):

W[:,i] = numpy.dot(numpy.dot(p0,X[:,i]), Y[i,:])

print W
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9.4 実行結果

固有値 λm と wmi は計算の結果次のようになる。
λ1 = 0.00000000, λ2 = 0.00049746, λ3 = 0.01671314, λ4 = 0.24206213, λ5 = 1.24222727,

(wmi) =


0.000000 0.001701 0.019163 0.055137 0.257333

0.000000 0.668284 −0.001182 −0.000228 −0.000207

0.000000 0.006836 0.094312 0.209230 −0.310378

0.000000 0.010306 0.169856 −0.220921 0.040760

1.000000 −0.687127 −0.282148 −0.043218 0.012493


行列の第 1列は、t = ∞における各の状態の確率 pi(∞)にあたる。チャネルが開いている状態O

すなわち state 3 にチャネルがある確率の時間経過（tの単位はms）は、

p3(t) = p3(∞) + 0.006836e−
1

2010 t + 0.094312e−
1

59.8 t

+0.209230e−
1

4.1 t − 0.310378e−
1

0.81 t

p3(∞) = 0

と表される。
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付 録

A Markov過程

マルコフ過程とは現在の状態がわかっていれば過去に無関係に将来が予測されうる確率過程
stochastic processである。特にすぐ前の時刻のみに関係している場合を、単純Markov過程、i個
の時刻まで関係しているときは、i重Markov過程という。通常Markov過程は単純Markov過程
を指す。いま時刻系列 ti (i = 0, 1, 2, . . . , n− 1)で、X(t)が a0, a1, a2, . . . , an−1の値をとったとき、
時刻 tn でX(tn) = an となる条件付き確率を、

Prob( X(tn) = an | X(t0) = a0, X(t1) = a1, . . . , X(tn−1) = an−1 )

と表す。Markov過程では、

Prob( X(tn) = an | X(t0) = a0, X(t1) = a1, . . . , X(tn−1) = an−1 )

= Prob( X(tn) = an | X(tn−1) = an−1 )

が成り立つ。この確率を遷移確率 transition probability という。時刻 t1から t2の間に、状態 iか
ら j に遷移する確率を πij(t1, t2)とする。すなわち

πij(t1, t2) = Prob( X(t2) = aj | X(t1) = ai)

πij(t1, t2)は確率であるから、
n∑

k=1

πik(t1, t2) = 1

Prob( X(t2) = aj ) =
n∑

k=1

Prob( X(t1) = ak )πkj(t1, t2)

が成り立つ。また時刻 t1 < t2 < t3 のとき、

πij(t1, t3) =
n∑

k=1

πik(t1, t2)πkj(t2, t3)

が成り立つ。この式は Chapman-Kolmogoroff equationと呼ばれる。
もしMarkov過程が homogeneous processであれば、πij は、時刻差 τ = t2 − t1 にのみ依存す
る。α = t3 − t2 とすると、Chapman-Kolmogoroff equationは、

πij(τ + α) =

n∑
k=1

πik(τ)πkj(α)

となる。πij を要素とする行列を Πとすると、

Π(τ + α) = Π(τ)Π(α)

と表すことができる。πij(τ)を τ について微分したときの微分係数を要素とする行列を Q = (qij)

とする。すなわち、

Q = lim
∆t→+0

Π(∆t)−Π(0)

∆t
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と定義する。行列 Qの各要素は定数である。
n∑

k=1

πkj(τ) = 1 であるから、

n∑
k=1

qkj = 0

すなわち
qii = −

∑
k ̸=i

qik

である。また

πij(0) =

{
1 i = j

0 i ̸= j

であるから、Π(0) は単位マトリクス In である。Π(t)を tについて微分すると、

d

dt
Π(t) = lim

∆t→0

Π(t+∆t)−Π(t)

∆t

= lim
∆t→0

Π(t)Π(∆t)−Π(t)Π(0)

∆t

= Π(t)

(
lim

∆t→0

Π(∆t)−Π(0)

∆t

)
= Π(t)Q

となり、
d

dt
Π(t) = Π(t)Q

という関係が成り立つことが分かる。
いま状態を表す行ベクトルを

P(t) = (p1(t) p2(t) . . . pn(t))

とする。pi(t) = Prob(X(t) = ai)である。また Πの定義から、

P(t) = P(0)Π(t)

であるから、

d

dt
P(t) =

d

dt
(P(0)Π(t))

= P(0)
d

dt
Π(t)

= P(0)Π(t)Q

= P(t)Q

B eQtの微分

微分方程式 dP(t)/dt = P(t)Qの解は、P(t) = P(0)eQt である。確認のために eQt を展開して
微分してみると、

d

dt
eQt = Q+

Q2t

1!
+

Q3t2

2!
+ . . .+

Qktk−1

(k − 1)!
+

Qk+1tk

k!
+ . . .
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= Q

(
I +

Qt

1!
+

Q2t2

2!
+ . . .+

Qk−1tk−1

(k − 1)!
+

Qktk

k!
+ . . .

)
=

(
I +

Qt

1!
+

Q2t2

2!
+ . . .+

Qk−1tk−1

(k − 1)!
+

Qktk

k!
+ . . .

)
Q

= QeQt

= eQtQ

となる。したがって、

d

dt
P(t) =

d

dt

(
P(0)eQt

)
= P(0)

d

dt
eQt

= P(0)eQtQ

= P(t)Q

であり、dP(t)/dt = P(t)Qを満たしている。

C 固有値と行列の階乗

行列M の固有値 eigenvalueを λm (m = 1, 2, . . . , n)とし、それぞれに対応する固有ベクトル
eigenvectorをXm とする。すなわちMXm = λmXm ここで行列 X をXm のモードマトリクス
とする。すなわち

X = (X1 X2 . . . Xn)

また固有値 λm が対角要素である対角行列を

Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn


とすると、

MX = M (X1 X2 . . . Xn)

= (MX1 MX2 . . . MXn)

= (λ1X1 λ2X2 . . . λnXn)

= XΛ

の関係が成り立つ。X の逆行列をX−1 とする。XX−1 = I であるから、XΛ = MX の両辺に右
からX−1 を掛けて、

XΛX−1 = MXX−1

すなわち、
XΛX−1 = M
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となる。このM = XΛX−1 という性質を利用すると、行列M の階乗が容易に計算できる。

Mn = (XΛX−1)(XΛX−1) . . . (XΛX−1)︸ ︷︷ ︸
n 回掛け合わせる

= XΛnX−1

D eQtの計算方法

遷移率行列Qに戻って、−Qの固有値と固有ベクトルを λmとXmとし、λmが対角要素である
対角行列を Λとする。−Qを用いるのは、λi が負の値をとらないようにするためである。eQt を
Qn = X(−Λ)nX−1 すなわち (Qt)n = X(−Λt)nX−1 を利用して計算する。

eQt = I +
Qt

1!
+

(Qt)2

2!
+ . . .+

(Qt)k

k!
+ . . .

= I +X(−Λt)X−1 +
X(−Λt)2X−1

2!
+ . . .+

X(−Λt)kX−1

k!
+ . . .

= X

(
I + (−Λt) +

(−Λt)2

2!
+ . . .+

(−Λt)k

k!
+ . . .

)
X−1

= Xe−ΛtX−1

となる。eΛt の対角要素は、

1 + (−λmt) +
(−λmt)2

2!
+ . . .+

(−λmt)k

k!
+ . . .

となる。ここで xがスカラー量であるとき、

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xk

k!
+ . . .

であるから、eΛt の対角要素は、e−λmt に等しい。したがって

eQt = X


e−λ1t 0 . . . 0

0 e−λ2t . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . e−λnt

X−1

で表わされる。

E 帯行列 Spectral matrix

行列X はモードマトリクスである。すなわち固有ベクトルを並べて出来る行列である。

X = (X1 X2 . . . Xn)

行列−Qから数値計算により、X を求めることが可能である。またその逆行列X−1も数値計算に
よって求めることが出来る。X，X−1 は時刻 tに依存しない。

X =


x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 . . . x

(n)
2

...
...

. . .
...

x
(1)
n x

(2)
n . . . x

(n)
n


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Y = X−1

=


y11 y12 . . . y1n

y21 y22 . . . y2n
...

...
. . .

...

yn1 yn2 . . . ynn


表記することとする。eQt を計算すると、

eQt = Xe−ΛtY

=


x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 . . . x

(n)
2

...
...

. . .
...

x
(1)
n x

(2)
n . . . x

(n)
n




e−λ1t 0 . . . 0

0 e−λ2t . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . e−λnt




y11 y12 . . . y1n

y21 y22 . . . y2n
...

...
. . .

...

yn1 yn2 . . . ynn



=


x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 . . . x

(n)
2

...
...

. . .
...

x
(1)
n x

(2)
n . . . x

(n)
n




y11e
−λ1t y12e

−λ1t . . . y1ne
−λ1t

y21e
−λ2t y22e

−λ2t . . . y2ne
−λ2t

...
...

. . .
...

yn1e
−λnt yn2e

−λnt . . . ynne
−λnt



=



n∑
m=1

x
(m)
1 ym1e

−λmt
n∑

m=1

x
(m)
1 ym2e

−λmt . . .
n∑

m=1

x
(m)
1 ymne

−λmt

n∑
m=1

x
(m)
2 ym1e

−λmt
n∑

m=1

x
(m)
2 ym2e

−λmt . . .
n∑

m=1

x
(m)
2 ymne

−λmt

...
...

. . .
...

n∑
m=1

x(m)
n ym1e

−λmt
n∑

m=1

x(m)
n ym2e

−λmt . . .
n∑

m=1

x(m)
n ymne

−λmt



=

n∑
m=1


x
(m)
1 ym1 x

(m)
1 ym2 . . . x

(m)
1 ymn

x
(m)
2 ym1 x

(m)
2 ym2 . . . x

(m)
2 ymn

...
...

. . .
...

x
(m)
n ym1 x

(m)
n ym2 . . . x

(m)
n ymn

 e−λmt

固有値 −λmおよび固有ベクトルXmに対する帯行列 spectral matrix Amを、a
(m)
ki = x

(m)
k ymiす

なわち

Am =


a
(m)
11 a

(m)
12 . . . a

(m)
1n

a
(m)
21 a

(m)
22 . . . a

(m)
2n

...
...

. . .
...

a
(m)
n1 a

(m)
n2 . . . a

(m)
nn



=


x
(m)
1 ym1 x

(m)
1 ym2 . . . x

(m)
1 ymn

x
(m)
2 ym1 x

(m)
2 ym2 . . . x

(m)
2 ymn

...
...

. . .
...

x
(m)
n ym1 x

(m)
n ym2 . . . x

(m)
n ymn


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と定義する。また

wmi =

n∑
k=1

pk(0)a
(m)
ki

とすると、

P(t) = P(0)eQt

= P(0)Xe−ΛtY

= P(0)
n∑

m=1

(
Ame−λmt

)
=

n∑
m=1

(
P(0)Ame−λmt

)
すなわち

pi(t) =

n∑
m=1

wmie
−λmt

が得られる。
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